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. در این راستا، یک مدل پاندول ای استجرمه برای طراحی مسیر بلادرنگ برای یک ربات دوپای صفحههدف از این مقاله، بهبود مدل  پاندول معکوس تک -چکیده

شود. برای نشان دادن کارایی مدل پیشنهادی، برای ربات در فضای کار گرفته میبه 1بهتر نقطه گشتاور صفرجرمه برای تخمین جای مدل تکجرمه بهمعکوس سه
فاده شوند. در نهایت، با استپاها و مرکزجرم، طراحی مسیر شده و با استفاده از سینماتیک معکوس، مسیرها به فضای مفصلی نگاشت داده می کاری متشکل از مچ
ود. شجرمه مقایسه میجرمه و سهدست آمده از مدل تکت آمده در فضای مفصلی، موقعیت دقیق نقطه گشتاور صفر محاسبه شده و با مقادیر بهدساز مسیرهای به

 ارد.مه دجرجرمه نسبت به مدل تکسازی حرکت ربات، نشان از بهبود تخمین دینامیک ربات با استفاده از مدل پاندول معکوس سهدست آمده از شبیهنتایج به
 نما، طراحی مسیر بلادرنگ، مدل پاندول معکوس ربات انسان -کلید واژه

 

 مقدمه -1

استتتفاده از ماشتتین و ربات برای بهبود زندگی بشتتر همواره از   

ها اده از رباتبرای استفموضوعات تحقیقاتی و علمی بوده است. 

بایستتتت توانایی آنها را در دستتتتورپ یری و می در کنار انستتتان

 دو پاهای ربات هاییکی از چالش مطابقت با محیط افزایش داد.

و حفظ تعتادل بر روی دو پا می باشتتتد.   نتایی راه رفتن آنهتا  توا

 پا، غیر خطی بوده و حل تحلیلی دینامیک حرکت ربات های دو

امکان پ یر نمی  معادلات و استتتتفاده از آن در طراحی مستتتیر

در  استتتتفاده از مدل دینامیکی کامل ربات ،همچنین بتاشتتتد. 

، حجم محاسبات بالایی را به دنبال خواهد داشت طراحی مستیر 

بتاعتم می شتتتود کته تنهتا در طراحی مستتتیر های      و این امر

 از مدل کامل ربات بتوان استفاده کرد. 2خطخارج

های دوپا، غالبا برمبنای طراحی انجام کارهای کنترلی روی ربات

این الگوهتتا پتتایتته گتت اری  3برخطالگوهتتای راه رفتن و کنترل 

نقطه گشتتاور صفر که در واق    طراحی مستیر برای شتود. با  می

های وارده از طرف زمین به ونقطه ایستتتت که در آن، برآیند نیر

هایی که در شتتتود، به نحوی که مجموم ممانپای ربات وارد می

، مسیر [1]صفحه افق به کف پای ربات وارد می شود صفر باشد

و تا وقتی نقطه شتتود نقطه گشتتتاور صتتفر مطلوص حاصتتل می 

قرار دارد، ربات می  4گاهیتکیهضلعی گشتتاور صتفر درون چند  

 تواند حرکت پایدار داشته باشد.

همانطور که اشاره شد، استفاده از مدل دینامیکی کامل ربات به 

خط دلیل حجم بالای محاستتتبات تنها در طراحی مستتتیر خارج

ر مرکز های بهینه برای بدست آوردن مسیباشد. روشمقدور می

                                                 
1 Zero Moment Point 
2 Offline 
3 Online 
4 Support Polygon 

و  [3]، [2]در مراج   برای داشتتتتن حرکتی پایدار  جرم ربات

ارائه شده است، اما به دلیل حجم محاسباتی بسیار بالا این   [4]

از خط کتتاربرد دارنتتد. هتتا تنهتتا در طراحی مستتتیر ختتارجروش

خط، حجم بالای اطلاعات ذخیره مشتکلات طراحی مسیر خارج 

بایست برای هر تغییر طول گام و هر شتده می باشد، چرا که می 

خط انجام شتتود و در رجتغییر ستترعت محاستتبات به صتتورت خا

حتافهه ربات ذخیره شتتتود که این امر با اختیاری فرد کردن  

شود تا باشد و طراح ملزم میطول گام و سترعت غیر ممکن می 

مسیرهای محدودی را در حافهه ربات ذخیره کند، که این خود 

کاهد. برای رف  این مشتتکل از از انعطاف ربات در گام نهادن می

 حل. در این روش بجای شودگ استفاده میطراحی مسیر بلادرن

کتامتل دینامیک ربات از یک مدل دینامیکی ستتتاده استتتتفاده   

میکی ساده، حجم محاسبات شتود. استتفاده از یک مدل دینا  می

و تغییر  ستتترعتدهد و انعطاف ربات را در تغییر کتاهش می  را

استتتتفاده از طراحی مستتتیر بلادرنگ  دهد.طول گام افزایش می

ربات در مقابل تغییر شتتترایط محیطی و  بتاعتم می شتتتود که  

 دهد.دستورهای متفاوت، مانورپ یری بهتری از خود نشان می

اکثر تحقیقات انجام شتتده در زمینه طراحی مستتیر بلادرنگ بر  

 . [7]و  [6]، [5]باشتتتدپتایته استتتتفاده از پاندول معکوس می  

های استفاده شده در طراحی مسیر بلادرنگ شامل حل الگوریتم

، حتتل عتتددی بتته کمتتک تقریتت  تفتتاضتتتلی  [9]،[8] تحلیلی
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و روشتتتی بر پایه مدل کنترلی  [11]روش پرتابی ،[11]5محدود

 باشند.می [12]6بینپیش

از مدل پاندول  شتتتده، اشتتتارههای متانند روش  ،در این مقتالته  

شود، اما برای بهبود دقت و کارایی مدل در اده میمعکوس استف

جای مورد جرمه بهتخمین دینامیک حرکت ربات، یک مدل سته 

 گیرد.جرمه مورد استفاده قرار میتک

ربات،  رکتستتتاستتتی در تغییر طول گام در هنگام حمشتتتکل ا

هتای زیاد در حرکت بالاتنه و احتمال  وجود آمتدن شتتتتتاص  بته 

 ،بار گام نهادن رف  این مشکل در هر. برای ناپایداری ربات است

شود تا بتوان تاثیر مستیر برای سته گام پیاپی انجام می   طراحی

. پخش کردتغییر طول گتتام را در یتتک بتتازه زمتتانی بزر  تر 

 نقطه گشتتتتاور صتتتفرهمچنین از یک نقطه کنترلی در طراحی 

 شود، که این نقطه با توجه به روابط پیوستگی مکاناستفاده می

 آید.بدست می نقطه گشتاور صفرمرکز جرم و پیوستگی مسیر 

، دومدر بخش های بعدی این مقاله بدین شتتترح استتتت  بخش

شکل کلی ربات، درجات آزادی و سینماتیک مستقیم و معکوس 

بخش . در استورت خلاصته مورد بررسی قرار گرفته ربات به صت 

برای مچ و  در فضتتتای کاری ونگی طراحی مستتتیرچگ ستتتوم،

ربتات در دو حتالت پاندول   چنین تولیتد مستتتیر مرکز جرم  هم

استتت. در بخش جرمه بررستتی شتتده جرمه و ستتهمعکوس تک

 .ها بحم شتتده استتتبر روی آننتایج مدل ستتازی ارائه  ،چهارم

 بندی ارائه شده است.گیری و جم نهایتا، در بخش پنجم نتیجه

 مدل سازی سینماتیکی -2

یک  ،ربات مورد مطالعهشتتود، دیده می 1همانطور که در شتتکل 

یافته لازم مختصات تعمیم باشد.می فعال درجه آزادی 6 با ربات

 برای توضیف حرکت ربات در شکل مشخص شده است.

 
   شکل ساده ربات1شکل 

 

                                                 
5 Finite Difference Approximation 

شود با داشتن زوایای مفصلی و دیده می 1همانطور که در شکل 

هر کدام از  جرم حل ستتینماتیک مستتتقیم ربات، موقعیت مرکز

 آیند.بدست میو همچنین متغیرهای فضای کاری ها لینک

(1) 𝑋̅ = 𝐹̅(𝜃̅) 

(2) 𝑍̅ = 𝐺̅(𝜃̅) 

 فضای مفصلی 𝜃̅و  فضتای کاری  𝑍̅و  𝑋̅ (2( و )1) که در رابطه

   باشد.می

رم و مچ پای ربات در هر همچنین با داشتتتن مختصتتات مرکز ج

معکوس ربات زوایای مفصلی توان با حل ستینماتیک  لحهه، می

( 3حل سینماتیک معکوس ربات، از روابط )برای  آورد.را بدست

 شود ( استفاده می6الی )

(3) 𝑋𝐺 + 𝑙1 cos(𝜃1) + 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2) = 𝑋𝑅 
𝑍𝐺 + 𝑙1 sin(𝜃1) + 𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2) = 𝑍𝑅 

(4) 𝑋𝐺 + 𝑙1 cos(𝜃4) + 𝑙2 cos(𝜃4 + 𝜃5) = 𝑋𝐿 
𝑍𝐺 + 𝑙1 sin(𝜃4) + 𝑙2 sin(𝜃4 + 𝜃5) = 𝑍𝐿 

که پای با فرد آن 𝜃6و  𝜃3یای اوردن زوآهمچنین برای بدست

ماند و ارتفام مچ نستتتبت به کف بتات عمود بر زمین بتاقی می  ر

  را خواهیم داشت (6( و )5) است، روابط  ℎ0زمین برابر 
(5) 𝑙3 sin(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) = ℎ0 

(6) 𝑙3 sin(𝜃4 + 𝜃5 + 𝜃6) = ℎ0 

ده را حل کر (4( و )3)کافیست دستگاه دو معادله و دو مجهول 

دستگاه دو معادله و  این حلآورد، تا بتوان تمامی زوایا را بدست

  باشدبه شکل زیر میدو مجهول 

(7) 
𝜃2 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(√1 − (

𝑃1
2 + 𝑃2

2 − 𝑙1
2 − 𝑙2

2

2𝑙1𝑙2
)

2

 

, (
𝑃1
2 + 𝑃2

2 − 𝑙1
2 − 𝑙2

2

2𝑙1𝑙2
)) 

 

(8) 
𝜃1 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(√1 − (

𝑃1(𝑙1 + 𝑙2 cos(𝜃2)) + 𝑃2𝑙2 sin(𝜃2)

𝑃1
2 + 𝑃2

2 )

2

 

, (
𝑃1(𝑙1 + 𝑙2 cos(𝜃2)) + 𝑃2𝑙2sin⁡(𝜃2)

𝑃1
2 + 𝑃2

2 )) 

 

  ( 8( و )7) معادلات که در
(9) 𝑃1 = 𝑋𝑅 − 𝑋𝐺 

(11) 𝑃2 = 𝑍𝑅 − 𝑍_𝐺 

که در دو جواص دارد،  (4( و )3دستگاه دو معادله و دو مجهول )

 ،در ادامهاست. قبول آورده شدهتنها جواص قابل ( 8( و )7روابط )

( زاویه 5و استتتفاده از رابطه ) 𝜃2و  𝜃1با بدستتت آوردن زوایای 

𝜃3 اری را ک شتی که فضایابه این ترتی  نگآید. نیز بدست می

 کند بدست آمد.به فضای مفصلی تبدیل می
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 طراحی مسیر -3

هدف طراحی مستتتیر برای پای معلق و همچنین  ،در این بخش

، برای جرم بته کمک مدل پاندول معکوس  تولیتد مستتتیر مرکز 

 در این راستا، ابتدا برای باشد.می ایجاد حرکتی پایدار برای ربات

رود، هتا متنتاستتت  با ستتتطحی که ربات بر روی آن راه می  مچ

 شود. سپس با استفاده از مدل پاندول معکوسطراحی مسیر می

و با استتفاده از مستیر حرکت پایدار مطلوص نقطه گشتتاورصفر،    

سپس، مسیرهای  شتود. مستیر حرکت مرکز جرم استتخراج می  

 سینماتیکت شاستفاده از نگا دستت آمده در فضتای کاری با  به

به فضتتای مفصتتلی  توضتتید داده شتتده در قستتمت قبلمعکوس 

ا بدقیق  نقطه گشتتتاور صتتفر نهایت،در  شتتوند.نگاشتتت داده می

 .آیددست میدست آمده در فضای بهاستفاده از مسیرهای به

 طراحی مسیر مچ پا -3-1

برای طراحی مستتتیر برای پتای معلق، یته این نکتته باید توجه    

 𝑐2متعلق به فضای داشتت که پای معلق می بایستتت حرکتش  

و  بلکه سرعت ،موقعیت از رستته ه این معنی که نه تنها ب، باشتد 

وستگی پی شتاص حرکت پای معلق نیز می بایست پیوسته باشد.

تنها باعم پیوستتتگی در مستتیر  ز مرتبه دو در فضتتای کاری نها

دستتت دادن مستتیرهایی شتتود، بلکه با بهنقطه گشتتتاورصتتفر می

هموار باعم تعقی  خوص توستتط موتورها در فضتتای مفصتتلی   

رای پای معلق در جهت برای طراحی مسیر ب ،بنابراین شتود.  می

x  شرط مرزی زیر ارضا شوند  6و در یک طول گام میبایست 

(11) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 ⁡⁡⁡⁡𝑋𝑆̇

𝑗
(𝑡𝑗) = 0

⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑋𝑆̇
𝑗
(𝑡𝑗+1) = 0

𝑋𝑆̈
𝑗
(𝑡𝑗) = 0

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑋𝑆̈
𝑗
(𝑡𝑗+1) = 0

𝑋𝑆
𝑗
(𝑡𝑗) = 𝑋𝑆

𝑗−1
(𝑡𝑗)

𝑋𝑆
𝑗
(𝑡𝑗+1) = 𝑋𝑆

𝑗+1
(𝑡𝑗+1)

 

 ایچند جمله، از یک ( 11به منهور ارضتا شدن شرایط مرزی ) 

دله مستتیر پای معلق به ، بنابراین معاشتتودفاده میاستتت 5درجه 

 باشد شکل زیر می
(12) 𝑋𝑆(𝑡) = 𝑎5𝑡

5 + 𝑎4𝑡
4 + 𝑎3𝑡

3 + 𝑎2𝑡
2 + 𝑎1𝑡 + 𝑎0 

ذکر شده بدست  که ضترای  معادله فو  به کمک شرایط مرزی 

علاوه بر  zآینتد. برای طراحی مستتتیر پتای معلق در جهت   می

بایستتت یک شتترط دیگر که آن  بالا می شتترایط ذکر شتتده در 

. به شودنیز ارضتا  د، باشت ترین ارتفام پای معلق از زمین میبیشت 

شرایط مرزی زیر  zبرای مستیر پای معلق در جهت   ،این ترتی 

 را خواهیم داشت 

(13) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑍𝑆
𝑗
(𝑡𝑗) = ℎ0

𝑍𝑆
𝑗
(𝑡𝑗+1) = ℎ0

𝑍𝑆
𝑗
((𝑡𝑗+1 + 𝑡𝑗)/2) = ℎ𝑀𝑎𝑥

 𝑍𝑆̇
𝑗
(𝑡𝑗) = 0

 𝑍𝑆̇
𝑗
(𝑡𝑗+1) = 0

𝑍𝑆̈
𝑗
(𝑡𝑗) = 0

𝑍𝑆̈
𝑗
(𝑡𝑗+1) = 0

 

 ℎ𝑀𝑎𝑥ارتفتام اولیته مچ پتتا از زمین  و     ℎ0(13وابط )کته در ر 

برای  ،براینباشد. بنامی بیشترین مقدار مجاز ارتفام مچ از زمین

 6ای درجه چنتد جمله از یتک   zمستتتیر پتای معلق در جهتت   

. به این ترتی  معادله مسیر پای معلق در جهت شوداستفاده می

z بود  به شکل زیر خواهد 
(14) 𝑍𝑆(𝑡) = 𝑏6𝑡

6 + 𝑏5𝑡
5 + 𝑏4𝑡

4 + 𝑏3𝑡
3 + 𝑏2𝑡

2 + 𝑏1𝑡 + 𝑏0 

 (13) ستفاده از شرایط مرزی معادلهابا  (14)عادله که ضرای  م

 آیند.بدست می

 طراحی مسیر مرکز جرم -3-2

که ربات بر روی یک سطد افقی و صاف در حال  شتود فرد می

صفحه افقی ات در حرکت رب ،حرکت کردن است. در این قسمت

نقطه گشتاور شتتود که مستتیر شتود. فرد می در نهر گرفته می

 باشد. رابطه ایت به صورت یک تاب  چند جملهحرکت رباصتفر  

بازه زمانی به شکل  امین-jطراحی شده برای  نقطه گشتاور صفر

 شود.زیر تعریف می

(15) 𝑋𝑧𝑚𝑝
𝑗

=∑𝑎𝑖
𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1)

𝑖
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑡𝑗−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑗

1

𝑖=0

 

𝑎𝑖که در رابطه بالا ضرای  
𝑗
 باشند.اسکالر می ضرای   

شد، هدف حل معادله پاندول توضید داده مقدمههمانطور که در 

 آن گام و دو نقطه گشتاور صفرمعکوس  برای هر گام، بر اساس 

ابتدا معادلات برای در این قستتتمت  باشتتتد.میگام بعدی ربات 

شود و سپس برای جرمه استتخراج می مدل پاندول معکوس تک

جرمه ارائه شتتده و معادلات برای آن حل بهبود ، یک مدل ستته

 .شودمی

 مدل پاندول معکوس تک جرمه -3-2-1

معادله  (16شتتود، رابطه )مشتتاهده می 2همانطور که در شتتکل  

 .را نشان می دهدام -jپاندول معکوس تک جرمه برای بازه 

(16) 𝑥𝑧𝑚𝑝
𝑗

= 𝑥𝐺
𝑗
−
𝑧𝐺
𝑗
− 𝑧𝑧𝑚𝑝

𝑗

𝑔
𝑥̈𝐺
𝑗  
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   مدل پاندول معکوس تک جرمه2شکل 

 

بتا فرد ثتابت ماندن ارتفام مرکز جرم و همچنین صتتتفر بودن   

𝑍𝑧𝑚𝑝 باشد در این بازه به شکل زیر می( 16)عادله ، حل م 

(17) 
𝑋𝐺
𝑗
= 𝑉𝑗 exp (𝑇(𝑡 − 𝑡𝑗−1)) 

+𝑊𝑗 exp (𝑇(𝑡 − 𝑡𝑗−1)) + 𝑏1
𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1) + 𝑏0

𝑗 

دو مجهول وجود  زمانیشتتتود، در هر بازه همانطور که دیده می

ستتترعت اولیه در تغییر طول  دارد. همچنین برای کتاهش تاثیر 

در حالت اولیه  نقطه گشتاور صفراستت معادله  شتده فرد  گام،

نقطه گشتاور  مجهول باشتد. بنابراین چهار مجهول که مربوط به 

ند و همچنین تعداد شواضافه می دلاتعاباشند نیز به ممی صتفر 

کنیم نیز به هفت افزایش دلات را در آن حل میهایی که معابازه

یابد، به این ترتی  برای حل معادله مرکز جرم توسط معادله می

مجهول وجود دارد که برای بدستتتت آوردن  18پاندول معکوس 

بدستتت روابط مورد استتتفاده برای معادله استتت،  18آنها نیاز به 

آوردن ضتتترای  معادلات مرکز جرم و همچنین نقطه گشتتتتاور 

 شود.( استفاده می18) طاز رواب صفر ایجاد شده،

(18) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

⁡⁡𝑥𝑧𝑚𝑝
𝑛 (𝑡0) = 𝑥𝑧𝑚𝑝(𝑜)

𝑥𝑧𝑚𝑝
𝑛 (𝑡𝑛) = 𝑥𝑧𝑚𝑝

1 (𝑡𝑛)

𝑥𝑧𝑚𝑝
1 (𝑡1) = 𝑥𝑧𝑚𝑝

2 (𝑡1)

𝑋𝐺
𝑛(𝑡0) = 𝑋𝐺0

𝑋𝐺
6(𝑡6) = 𝑋𝐺𝐹

𝑋𝐺̇
𝑛
(𝑡0) = 𝑋̇𝐺0

𝑋𝐺
𝑛(𝑡𝑛) = 𝑋𝐺

1(𝑡𝑛)

𝑋𝐺̇
𝑛
(𝑡𝑛) = 𝑋𝐺̇

1
(𝑡𝑛)

𝑋𝐺
𝑖 (𝑡𝑖) = 𝑋𝐺

𝑖+1(𝑡𝑖)⁡⁡⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡⁡⁡𝑖 = 1⁡… ⁡5

XĠ
𝑖
(𝑡𝑖) = 𝑋𝐺̇

𝑖+1
(𝑡𝑖)⁡⁡⁡𝑓𝑜𝑟⁡⁡⁡⁡𝑖 = 1⁡… ⁡5

 

 

 نقطه گشتتاور صفر لحهه ایستت که در آن   𝑡𝑛 ،(18در روابط )

 شود شود و به شکل زیر تعریف میکنترلی محاسبه می

(19) 𝑡𝑛 = (𝑡0 + 𝑡1)/2 

رابطته فو  ضتتترایت  معادله مرکز جرم و    18بتا استتتتفتاده از   

 آیند.کنترلی بدست می نقطه گشتاور صفرهمچینین 

 مدل پاندول معکوس سه جرمه -3-2-1

، شددر حالت تک جرمه، از جرم پاها صرف نهر در قسمت قبل، 

 ،شتتودبین پاها و بدن ربات تقستتیم میربات در این مرحله جرم 

 .ندول معکوس ستتته جرمه خواهیم داشتتتتبه این ترتی  یک پا

 است آمده 3شکل استفاده شده در  ساده  مدل

 
 مدل پاندول معکوس سه جرمه  3 شکل

 

معادلات  بهتاثیر حرکت پاها را  ستتازی،مدلر این قستتمت از د

تر خود نزدیک دقیقشتتود تا مدل دینامیکی به حالت اضتتافه می

بدن و پاها به شتتکل زیر  مکان مرکز جرم ،به این ترتی  شتتود.

 شوند تعریف می

∶مرکز جرم پای چپ ربات (
𝑥𝐵+𝑥𝑅

2
, 𝑐𝑧𝑟) 

:مرکز جرم پای راست ربات (
𝑥𝐵+𝑥𝑅𝐿

2
, 𝑐𝑧𝑙) 

∶مرکز جرم بالاتنه ربات (𝑥𝐵, 𝑧𝐵) 

بر استتاس نقطه گشتتتاور صتتفر طراحی ز جرم مرک مستتیر معادله

 باشد دول معکوس سه جرمه به شکل زیر میبرای پانشده، 

(21) 
𝑋𝑧𝑚𝑝 =

𝑚𝐵𝑥𝐵 +𝑚𝐿 (𝑥𝐵 +
𝑥𝑅

2
+

𝑥𝐿

2
)

𝑀
 

−
𝑚𝐵𝑧𝐵𝑥̈𝐵 +𝑚𝐿𝑐𝑧𝑟 (

𝑥̈𝐵+𝑥̈𝑅

2
) +𝑚𝐿𝑐𝑧𝑙(

𝑥̈𝐵+𝑥̈𝑅𝐿

2
)

𝑀𝑔
 

باشد جرم پاها می 𝑚𝐿ربات و  بالاتنهجرم  𝑚𝐵که در رابطه بالا

  شودبه شکل زیر تعریف می 𝑀و همچنین 
(21) 𝑀 = 𝑚𝐵 + 2𝑚𝐿 

متاننتد قبتل از یتک معتادله درجه یک استتتتفاده       𝑋𝑧𝑚𝑝برای 

، و طراحی مسیر ها برای پای چپ و راست نیز با حالت شتود می

ه در این قسمت تنها معادلداشت، بنابراین قبلی تفاوتی نخواهند 

𝐶𝑂𝐺: (𝑥𝐺 , 𝑧𝐺) 

(𝑥𝐵 , 𝑧𝐵) 

(
𝑥𝐵 + 𝑥𝐿
2

, 𝑐𝑧𝑙) 

(
𝑥𝐵 + 𝑥𝐿
2

, 𝑐𝑧𝑙) 

(
𝑥𝐵 + 𝑥𝑅

2
, 𝑐𝑧𝑟) 
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 . معادله دیفرانستتیلدیفرانستتیل مرکز جرم ربات تغییر می کند

 باشد جدید با در نهر گرفتن جرم پاها به شکل زیر می

(22) 

𝑚𝐵𝑧𝐵 +
𝑚𝐿𝑐𝑧𝑟

2
+

𝑚𝐿𝑐𝑧𝑙

2

𝑀𝑔
⁡𝑥̈𝐵 −

𝑚𝐵 +𝑚𝐿

𝑀
𝑥𝐵  

=

𝑚𝐿𝑥𝑅

2
+

𝑚𝐿𝑥𝐿

2

𝑀
−

𝑚𝐿𝑐𝑧𝑟𝑥̈𝑅

2
+

𝑚𝐿𝑐𝑧𝑙𝑥̈𝐿

2

𝑀𝑔
− 𝑋𝑧𝑚𝑝 

 خواهد بود  (23صورت )ام به -jحل معادله فو  در بازه 

(23) 
𝑋𝐺
𝑗
= 𝑉𝑗 exp (𝑇(𝑡 − 𝑡𝑗−1)) +𝑊

𝑗 exp (𝑇(𝑡 − 𝑡𝑗−1)) 

+𝑏5
𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1)

5
+ 𝑏4

𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1)

4
+ 𝑏3

𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1)

3
 

+𝑏2
𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1)

2
+ 𝑏1

𝑗
(𝑡 − 𝑡𝑗−1) + 𝑏0

𝑗 

𝑏𝑖کته در روابط بتالا مقتادیر    
𝑗  بر استتتاس معادلات حرکت پای

 آیند.بدست میراست و چپ 

مانند حالت تک  ،همانطور که در این قستمت نیز دیده می شود 

مجهول وجود دارد که با شتترایط  18در این قستتمت نیز  ،جرمه

 بدست می آیند. (18)مرزی 

 نتايج -4

با داشتتن مسیر مرکز جرم و همچنین مسیر مچ پا، سینماتیک  

و زوایای مفصتتلی بدستتت می آیند. با   شتتدهمعکوس ربات حل 

عی واق نقطه گشتاور صفرداشتتن زوایای مفصلی می توان مقدار  

رای ب معادلاتطراحی شده مقایسه کرد.  نقطه گشتاور صفررا با 

برای هر دو سانتی متر  51ستانتی متر به   31تغییر طول گام از 

 .اندجرمه حل شدهجرمه و سهمدل تک

در جدول زیر آمده  ستتازیشتتبیهده در پارامترهای استتتفاده شتت

 است 
 پارامتر های استفاده شده در مدل سازی  1جدول 

  (cmطول) (kgجرم)

2/13 36 𝑙1 

56/4 36 𝑙2 
1/6 36 𝑙3 
- 61 𝑍𝐺  

- 36 𝑐𝑟𝑧 

- 36 𝑐𝑙𝑧 

- 12 ℎ0 

- 17 ℎ𝑀𝑎𝑥 

 جرم کل ربات - 17/57

 

 8/1مدت زمان حرکت پای معلق  سازی،شتبیه همچنین در این 

انیه در نهر گرفته ث 1/1ثتانیه و طول زمان دو تکیه گاهی ربات  

سانتی  31برای تغییر طول گام از  شده است. نتیجه مدل سازی

برای مدل پاندول معکوس تک جرمه در  ستتانتی متر 51متر به 

 است. آمده 4شکل 

 
مرج  و واقعی برای مدل پاندول معکوس تک  صفرنقطه گشتاور   4شکل 

 جرمه

همچنین نتیجه مدل ستازی بر اساس مدل پاندول معکوس سه  

 آمده است.  5جرمه در شکل 

 
مرج  و واقعی برای مدل پاندول معکوس سه  نقطه گشتاور صفر  5شکل 

 جرمه

 گشتاور صفرنقطه دیده می شتود،   5و  4شتکل  همانطور که در 

تولید شده توسط الگوریتم ارائه شده، که با خط مشکی  مطلوص

مشتخص شده است ، در ابتدا یک شکستگی دارد، که دلیل این  

شتتکستتتگی تغییر طول گام در این مرحله می باشتتد، اما در گام 

هتای بعتدی کته طول گتام تغییر نمی کنتد این الگوریتم دقیقا      

نمودار های بالا با خط  مرج  که در نقطه گشتتتاور صتتفر همان 

 چین مشخص شده است را نتیجه می دهد.

نقطه با هم می توان دید که که   5و  4شتتکل های از مقایستته 

واقعی ربات که با خط قرمز مشخص شده است در  گشتاور صفر

 جخار گاهیتکیهچند ضلعی مدل پاندول معکوس تک جرمه، از 

ا دینامیک پاهشتتده استتت که دلیل این امر صتترف نهر کردن از 

 مدلنشانگر اهمیت حرکت پاها در  مسالهمی باشد، در واق  این 

 ،ربات می باشد. اما در مدل پاندول معکوس سه جرمه دینامیکی

چند واقعی ربات در داخل  نقطه گشتتتاور صتتفردر طول مستتیر 

این بدان معناستتتت که مدل  .ضتتتلعی پشتتتتیبان باقی می ماند

تفاوت زیاد با مدل دینامیکی دلیل جرمه بهپتاندول معکوس تک 

های بلند، ممکن ها و طول گامدقیق ربات در حرکات با ستترعت

عبارت دیگر، با استتتت بتاعتم ایجتاد حرکاتی ناپایدار شتتتود. به   

جرمه و دخیل کردن دینامیک حرکت استتتفاده از یک مدل ستته
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توان از پتایتداری حرکت در   پتاهتا در طول طراحی مستتتیر، می  

 رمه اطمینان بیشتری حاصل نمود. جمقایسه با مدل تک

مقدار خطا  6شکل برای مقایسته میزان خطای این دو مدل، در  

نقطه واقعی و  نقطه گشتتتتاور صتتتفرکه در واق  همان اختلاف 

 ،در شتتکل ارائه شتتده استتت. ،مرج  می باشتتد گشتتتاور صتتفر

 گاهی با خطگاهی و دو تکیهمربوط به حالت تک تکیههای زمان

هم جدا شتتده استتت تا بتوان تفاوت تخمین دو  های عمودی از 

 مدل را در این دو حالت بررسی کرد.      

برای مقایستتته میزان خطا در گام نهادن از مرب  اختلاف مقدار 

واقعی  نقطه گشتتتاور صتتفرطراحی شتتده و نقطه گشتتتاور صتتفر 

 .آورده شده است 6نتایج در شکل استفاده شده است و 

 
 واقعی و مرج  نقطه گشتاور صفر  نمودار میزان اختلاف 6شکل 

دیده می شتتتود، میزان خطا در اکثر  6همانطور که در شتتتکل 

 لحهه ها در مدل ستته جرمه کمتر از مدل تک جرمه می باشتتد.

میتانگین مربعتات خطتا برای مدل تک جرمه در حالت دو تکیه    

میباشتتد که  14/35و برای مدل ستته جرمه  11/75گاهی برابر 

ل چشم گیری د که در مدل ستته جرمه خطا به شتتکتوان دیمی

مچنین برای حالت تک تکیه گاهی درمدل کاهش یافته است. ه

ستتته و در مدل  94/116یانگین مربعات خطا برابر تک جرمه م

میباشتد که می توان دید در این قسمت نیز مدل   43/85جرمه 

   سه جرمه دینامیک ربات را بهتر تخمین می زند.

گام نهادن ربات به صورت شماتیک آورده شده است  7در شکل 

که در این شکل پای مشکی پای راست و پای آبی پای چپ می 

 باشد.

 
 ربات  حرکت شماتیک 7شکل 

 بندیگیری و جمعنتیجه -5

دو مدل پاندول معکوس تک جرمه و سه جرمه در  ،در این مقاله

 .گرفتتخمین صتتحید مدل دینامیکی ربات مورد بررستتی قرار  

ر هها نشتتان داد که مدل ستته جرمه به دلیل در نستتازی شتتبیه

ی کمتری نستتتبت به مدل گرفتن دینتامیتک پتای معلق خطتا    

کته این کتاهش خطا در حالت دو تکیه گاهی    دارد،جرمته  تتک 

، نشتان داده شد که برای تغییر  بستیار چشتم گیر بود. همچنین  

مدل تک جرمه در  متر،سانتی 51متر به ستانتی  31طول گام از 

ما اکرد تولیتد مستتتیر در حالت تک تکیه گاهی ربات را ناپایدار  

 .باعم ایجاد حرکتی پایدار شد مدل سه جرمه
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